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Ejemplo 6

Resolver

d*v
ET — =
dt +q=0
v(0)=0  EI'(L)=0

V'(0)=0  EI"(L)=P

Solucién exacta

_ qL242PL , qL+P 4 q
v(z) = BT Ut err YT uEr”

Solucién aproximada de quinto orden

La forma débil de la ecuacién diferencial es

L d4'lA}
/R dx—/ <EI4+q>de:O
0 dl‘

reduciendo el grado de las derivadas

Laew d2A

ﬁE /qu;v— ()EId o(L)
o dx

o *0(0) | AW (L) , PO(L) dW(0) . d*5(0)

dx3 dx dx? dx dx?

+W(0)EI

usando bases de quinto orden en coordenadas locales

. 23 66 68 24 6 13 12 4
”(5’3)%”(55)—1}1< —ﬁx2+[,3 z® — i 4—|—L59:5> +91(I—L1'2+L2 3 _ 5 44_L4 5>

16 32 16 8 32 40 16
- v2(x2 -3 T ) + 92(—Lx2 + 37 - et L4x5>

7T, 34 .4 52, 24 . 1, 5 4 8 , 4 .
+113(L2x ~ 3% —l—ﬁx — 57 + 05 7 —&-ﬁx ~ 737 —i-ﬁx
Vg €S
d2o 46 396 816 , 480 , 12 78 144 , 80 4
@\t st ut Tt e e )
+ g—@x—&—gﬂ Vo + —E-i-gl‘ 480 2_’_@%‘3 g
2 L3 Lt ? L 23 L4 ?
+ E—% —&—%xz—@x?’v—&- —g—i-@ %0 2+80m39
2 I3 L4 L5 3 L2 I3 i )7
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las funciones ponderadas son

do 23 , 66 , 68 , 24 .
M=oy = Tt T Tt
Cdd 6, 13, 12, 4
Wa do, —~ L 12 7 T
db 16, 32 4, 16,
W=, = 2% 3" T
di 8 , 32, 40 , 16 .
Wa=Gg, = 1% T Tt T
do 7T , 34 4 52 , 24 .
Ws=Gm =127 % Tt T
o 1., 5 4 8 , 4 .
Wo=0g = 1% "% ~ Y T
formando el sistema de ecuaciones
W, L d3o(L) Bo(0)  dWy(L) . d>0(L)  dWy(0) . d®6(0)
EI—d = Wiqdx — Wi (L) ET Wi(0) ET EI - EI
/0 dx? a2 T / Laer i) dax? + W1 (0) da3 * dx dx? dx dz?
L g 35 30 24 24
d*Wy _ d? v d39(L) d*9(0)  dWa(L) , d*o(L) dWa(0) _ d*o(0)
El— Ws qdx — W- El Wy (0) ET El — El
/0 gz gz / 2qdz = Wa(L) EI—73= + Wa(0) BI=75= + — da? d da?
L g2 24 3 35 20 20
EWs - d® d3o(L) Bo(0)  dWs(L) . d?0(L)  dWs(0) . d®6(0)
7EI— =— Wsqdx —Ws3(L) E1 W3(0) ET EI - EI
/0 dx? dz? /o 346 3(D) dax? +Ws(0) da3 * dx dx? dz dz?
L g 24 L 35 34 24 24
d*Wy d*d d*o(L) d*0(0)  dWy(L) _ d*o(L) dWy(0) _ d*©(0)
—— FI — dzx = — Wyqdx —Wy(L)ET - W4 (0) ET - EI - El
/o dax? a2 / Haer 4(L) da? +Wa(0) da3 + dx dx? dx dzx?
L 2 24 3 35 20 20
W5 d*o d (L) Bo(0)  dWs(L) . d>0(L)  dWs(0) . d®5(0)
I—d Wy qdr — EI Ws(0) ET EI - EI
/0 dx? / sde = Ws(L) dax? +Ws(0) da3 * dx dx? dx dz?
L g 24 35 34 24 24
d*Ws d*o d’o(L) d*v(0)  dWs(L) _ d*o(L) dWg(0) _ d*5(0)
EI— =— Weqdxr — Ws(L) EI———— + Wg(0) ET EI — El
/o dx? dz? " /0 646 o(L) da? + We(0) da3 + dx dx? dx dzx?
funciones ponderadas y sus derivadas
W 2. 66 5 68, 24 . Wi _ 46 396 816 , 480
S R T 7 R = R R R S 7
6, 18, 12, 4  &EWy 12 78 144, 80,
Womw—patd oo’ = pgat b ppe® = Tttt T
16 , 32, 16, Wy _ 32 192 192
Wo=T0 — % T a® @ et
Wao 8,2 2o A0 16 PWi_ 16 192 480 , 320 4
L L2 L3 LA dz? L L2 L3 L4
T B 52, 2 g PW; 14 204 624 , 480 ,
Wo= ot ~ 3% T s TR A Ry v Ry
1, 5 4 8, s d*We 2 30 96 , 80 4
Wo=—prt v vt ettt Tt
valores de las funciones ponderadas en los nodos
dWy (L dW1(0
Wi(L) =0 Wy(0)=1 dlx( ) g d;( )y
dWs (L dWs(0
Wa(L) =0 Wy(0)=0 ;ﬂf)zo d‘;():1
_ _ dWs(L) _ o dWs(0)
Wi(L) =0 W;(0)= T =0 =0
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dw, dW4(0
Wi(L)=0 Wi(0)=0 ;( ) _ g d4( )y
X X
AW dWs(0
Ws(L) =1 Ws(0)=0 de( ) _ g df’x( )y
AW, dWs(0
We(L) =0 Wg(0)=0 de( ) 4 d‘;( )y
cortante y momento en los nodos
34 34
Ezd;;ff) — Vs Elddi(:?) -1
d*s(L) d25(0)
BI=5= =M EI—oo=M,
reemplazando
Ly 46 396 816 ' 480 3 396 816 , 480 4
o\ttt A TR TR A
12 78 144, 80, . 32192 192 5\ 192 480 , 320 5\,
S R~ 7 R R AC U7 7 R =t It )
14 204 624 , 480 , 2 30 96 , 80 4
+<LQ_L333 S )v +< L+L2 L3x+ —z° |03| dox =
L
23 66 68 24
—A < T2 z? 3¢ 3 L4x4—|—ﬁx >qu— 0(Vs) +1(V1) + 0(M3) — O(M7)
L
12 78 144 , 80 46 396 816 , 480 ,
/0 <_L R S T )EIK R Y f)
12 78 144 , 80 32 102 192 , 16 192 480 , 320 ,
ottt e )t et ettt e )
14204 624 , 480 4 2,30 96, 80,
+<L?_L3x i T e )”3+<‘L+Lz o Tt )0 dr=
L
6 13 12 4
—/ (w—ﬁ % 4+L4x)qu—o<v:o,>+o<v1>+o<M3>—1<M1>
L 192 192 ) L 396 816, 480 , 12 78 144 , 80
N 5" MR T L S R A T ke
0
N 2 1921;2 . 16 192 480 5 320 4, 4204 624 5 480 5\
L2 2\t T L4 2P\ T s R A
2 96 , 80 Lrie , 32 5 16 ,
—l—( E ﬁ — 73% + a:)(%,} dr = /0 <L2 —73% +ﬁx gdz — 0(V3) +0(V1) + 0(M3) — 0(M7)
L
16 192 480 , | 320 4639 816 , 480 12 78 144 80
/(L FER x3>El[( P T 3)”1+( THpt T L4”33>91
0
32192 192 , 16 192 480 , 320 14 204 624 , 480 4
e et et e Tt )t et e )
2. 96280 bl 8, 32 5 40 , 16 4
L
14 204 624 , 480 4 46 396 816 , 480 4 12 78 144 , 80 4
/0 (L2 T T e )EIK R A Tl LU G A Rl
(32 12 L1925\ L (16192 480, 320 4\, 4204 624, 480 5\
2 t 2 L L2 Tt )t T s L4 L5 3
96 80 Lrq 34 52 24
+( sz 72 by 3)93} dx:—/ (szz_Lst ﬁx‘l_ﬁx )qda:—1(V3)+0(V1)+0(M3)—0(M1)
0
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/L 2 n 30 9% o n 80 4 I 396 816 , 480 4 n 12 78
—— 4 —=r— == —x ——t+ - —= —x° v —— 4+ —x—
o \ L 127 I3 L4 23 L4 L5 ! L 12
2 192 192 , 16 192 480 5 320 4 14 204 624
e prtpmy et cpt e e T )t (- et
2 30 96 , 80 . Lr1, 5 5 8 , 4 o
integrando
EI (5092 1138L9 512 n 384L0 1508 n 242L0 TqL
— v - — — v = ——
3\ '3 '3 ' 5 2T 7 P35 T3y B 30
EI (1138L 332L29 128L . 64L29 242L 38L2(9 qL?
— v — v — v =——
3\ 35 s 2T 7 P 735 2T ey 8 60
EI 512 128L9 n 1024 512 n 128L0 8qL
— | ——v - —U2 — — =——
L3 5 ' 5 Y75 25 2T 5 8 15
EI (384L 6412 0, + 25612 0 384L n 6412 P 0
— v — v =
L3 S e 7 2T 7 T
EI 1508 242L9 512 384L0 n 5092 1138L9 TqL
— | ———v — — — vy — v3 — =——
L3 3 ' 3 ' 5 2 7 *T73 * "3 ° 30
ET (2421 38L29 n 128L 64L29 1138L n 332L29 qL? n
s v v - v - =
3\ "3 ' 35t S TR TR 60
en forma matricial
[ 5002 1138L 512 384L 1508 242L | _v i [ 7] T
35 35 5 7 35 35 1 30
1138L  332L%  128L 64L° _242L 38L°2 0 _gL?
35 35 5 7 35 35 1 60
512 128L 1024 512 1281 8qL
EI| =% -5 5 0 =5 5w _ |75
L3 | 384L 64L2 0 256L2 384L 64L2 0 - 0 *
7 7 7 7 7 2
_ 1508 _ 242L 512 _ 384L 5092 ussL | |, _ 7qL
35 35 5 7 35 35 3 30
242L 38L>2 128L 64L> _ 1138L 332L°2 0 gqL?
35 35 5 7 35 35 | [Y3] 60 L
reemplazando fuerzas y desplazamientos
[ 5002 1138L 512 384L  _ 1508 2020 | [ ] [ 7q] T
35 35 5 7 35 35 30
1138L  332L2 128L 6412 _242L 38L2 0 _gqL?
35 35 5 7 35 35 60
512 128L 1024 512 128L 8qL
EI |~ —=% 5 0 =% 5= w| |75
L3 | 384L 64L2 0 256L2 384L 64L2 0 - 0 +
7 7 7 7 7 2
_ 1508 242 512 _ 384L 5092 _ussL| |, _ 7qL
35 35 5 7 35 35 3 30
2421L 381> 128L 64L> _ 1138L 332L°2 0 qL?
L 35 35 5 7 35 35 | Y3 60 L
resolviendo
17qL* + 40PL?
Vg = ——
2 384E1
0. — 7qL3 + 18PL?
* 48ET
3qL* + 8PL?
VR =
3 24F1
qL? + 3PL?
03 = ——v-——
6E1

144
e

480
T

)qu—O(va,>+0<v1>+1<M3>—0(M1>
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Vi=qL+ P
L? 4+ 2PL
Mlz_%

reemplazando en la solucién aproximada

. 17¢L* + 40PL3\ (16 , 32 16 , 7qL? + 18P L> 8 o 32 . 40 , 16
@) =\~ ﬁx N LA T\ T wkEr L L2 L3 J
3gLA+8PIA\ (7 , 34 4 52 , 24 . gL +3PL2\( 1 , 5 5 & , 4 .
+(_ 24E] v Tt T Et Tt )T\ T e Tttt Tttt
_ qL?+2PL , qL+P 5, q
= amr VY eEr U T wuEl”

o= .3 it _ = e _ it
3R4E] T T ASET T e Tt T
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