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Introducción a elementos finitos
Segundo Parcial I-2017

1. Obtener la matriz de rigidez mediante el método de balance de enerǵıa
con EIy constante

Solución

Principio de los trabajos virtuales∫∫∫
V

εT σ dV −
∫∫∫

V

wTfV dV −
∫∫
Ω

wTfΩ dΩ −
n∑

i=1
wiPi = 0

Simplificando ∫∫∫
V

εT σ dV −
n∑

i=1
wiPi = 0

Usando un elemento de dos nodos

Aproximación del campo de desplazamientos

w = α0 + α1x+ α2x
2 + α3x

3

en forma matricial

w =
[
1 x x2 x3

]
α0

α1

α2

α3


Aproximación de desplazamientos angulares

w′ = α1 + 2α2x+ 3α3x
2

Reemplazando valores

w1(0) = α0

w′
1(0) = α1

w2(L) = α0 + α1L+ α2L
2 + α3L

3

w′
2(L) = α1 + 2α2L+ 3α3L

2

en forma matricial
w1(0)
w′

1(0)
w2(L)
w′

2(L)

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 L L2 L3

0 1 2L 3L2



α0

α1

α2

α3


Multiplicando por la inversa

α0

α1

α2

α3

 =


1 0 0 0
0 1 0 0

− 3
L2 − 2

L
3

L2 − 1
L

2
L3

1
L2 − 2

L3
1

L2



w1(0)
w′

1(0)
w2(L)
w′

2(L)


Reemplazando en el campo de desplazamientos

w =
[
1 x x2 x3

]
1 0 0 0
0 1 0 0

− 3
L2 − 2

L
3

L2 − 1
L

2
L3

1
L2 − 2

L3
1

L2



w1(0)
w′

1(0)
w2(L)
w′

2(L)
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Multiplicando

w = N


w1(0)
w′

1(0)
w2(L)
w′

2(L)


N es la matriz de funciones de interpolación

N =
[
1 − 3

L2x
2 + 2

L3x
3 x− 2

Lx
2 + 1

L2x
3 3

L2x
2 − 2

L3x
3 − 1

Lx
2 + 1

L2x
3
]

Deformación

εx = −d2N

dx2 wi z = −Bwi z

B es la matriz de deformaciones desplazamientos

B =
[
− 6

L2 + 12
L3x − 4

L + 6
L2x

6
L2 − 12

L3x − 2
L + 6

L2x
]

Reemplazando en la fórmula de trabajo virtual∫
V

(−Bwi z)T
E (−Bwi z) dV −

n∑
i=1

wiPi = 0

Simplificando ∫ L

0
BTEI B dxwi −

n∑
i=1

Pi = 0

La matriz de rigidez de un elemento es

K =
∫ L

0
BTEI B dx

Reemplazando B, multiplicando, integrando y factorizando

K = EI

L3


12 6L −12 6L
6L 4L2 −6L 2L2

−12 −6L 12 −6L
6L 2L2 −6L 4L2



2. Resolver la estructura por cualquier método

Solución

Estructura equivalente

Suma de fuerzas y momentos

VA − qL+ VB = 0

MA − qL

(
5L
2

)
+ VB(3L) = 0

Despejando VA y MA

VA = qL− VB

MA = 5qL2

2 − 3LVB

Momento de 0 6 x 6 2L
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M = −MA + VAx = −5qL2

2 + 3LVB + (qL− VB)x

Momento de 2L 6 x 6 3L

M = −MA + VAx− q

2 (x− 2L)2 = −9qL2

2 + 3LVB + 3qLx− VBx− q

2x
2

Enerǵıa de deformación por flexión

Ui =
∫ 2L

0

M2

2EI dx+
∫ 3L

2L

M2

2EI dx

Reemplazando

Ui = 1
2EI

∫ L

0

[
−5qL2

2 + 3LVB + (qL− VB)x
]2
dx

+ 1
2EI

∫ 2L

L

(
−9qL2

2 + 3LVB + 3qLx− VBx− q

2x
2
)2
dx

Integrando

Ui = L3

120EI

(
313q2L2 − 815qLVB + 540V 2

B

)
Minimizando

dUi

dVB
= − L3

24EI

(
163qL− 216VB

)
= 0

Despejando VB

VB = 163qL
216

Reemplazando en las demás reacciones

VA = qL− VB = qL− 163qL
216 = 53qL

216

MA = 5qL2

2 − 3LVB = 5qL2

2 − 3L
(

163qL
216

)
= 17qL2

72

3. Obtener la matriz de rigidez mediante el método de balance de enerǵıa
con EA constante

Solución

Principio de los trabajos virtuales∫∫∫
V

εT σ dV −
∫∫∫

V

uTfV dV −
∫∫
Ω

uTfΩ dΩ −
n∑

i=1
uiPi = 0

Simplificando ∫∫∫
V

εT σ dV −
n∑

i=1
uiPi = 0

Usando un elemento de dos nodos

Aproximación del campo de desplazamientos

u = α0 + α1x

en forma matricial

u =
[
1 x

] [α0

α1

]
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Reemplazando valores

u1(0) = α0

u2(L) = α0 + α1L

en forma matricial [
u1(0)
u2(L)

]
=
[

1 0
1 L

][
α0

α1

]

Multiplicando por la inversa[
α0

α1

]
=
[

1 0
− 1

L
1
L

][
u1(0)
u2(L)

]

Reemplazando en el campo de desplazamientos

u =
[
1 x

] [ 1 0
− 1

L
1
L

][
u1(0)
u2(L)

]

Multiplicando

u =
[
1 − 1

Lx
1
Lx
] [u1(0)
u2(L)

]

N es la matriz de funciones de interpolación

N =
[
1 − 1

Lx
1
Lx
]

Deformación

εx = dN

dx
ui = B ui

B es la matriz de deformación desplazamiento

B =
[
− 1

L
1
L

]
Reemplazando en la fórmula de trabajo virtual∫ L

0
(B ui)T

E (B ui) dV −
n∑

i=1
uiPi = 0

Simplificando

∫ L

0
BTEAB dxui −

n∑
i=1

Pi = 0

La matriz de rigidez de un elemento es

K =
∫ L

0
BTEAB dx

Reemplazando B

K =
∫ L

0

[
− 1

L
1
L

]
EA

[
− 1

L
1
L

]
dx

Multiplicando, integrando y factorizando

K = EA

L

[
1 −1

−1 1

]

4. Calcular las funciones de forma

Solución

Numeración de nodos
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1 = [I1, J1,K1] = [2, 1, 1] 3 = [I3, J3,K3] = [1, 1, 2]
2 = [I2, J2,K2] = [1, 2, 1]

Coordenadas de nodos

1 = [r2, s1, t1] = [1, 0, 0] 3 = [r1, s1, s2] =
[
0, 0, 1

]
2 = [r1, s2, t1] = [0, 1, 0]

Nodo 1 , I = 2, J = 1, K = 1

N1(r, s, t) = T2(r)T1(s)T1(t)

Reemplazando coordenadas

T2(r) = r − r1

r2 − r1
= r − 0

1 − 0 = r

T1(s) = 1
T1(t) = 1

Reemplazando polinomios

N1 = r · 1 · 1 = r

Nodo 2 , I = 1, J = 2, K = 1

N2(r, s, t) = T1(r)T2(s)T1(t)

Reemplazando coordenadas

T1(r) = 1

T2(s) = s− s1

s2 − s1
= s− 0

1 − 0 = s

T1(t) = 1

Reemplazando polinomios

N2 = 1 · s · 1 = s

Nodo 3 , I = 1, J = 1, K = 2

N3(r, s, t) = T1(r)T1(s)T2(t)

Reemplazando coordenadas

T1(r) = 1
T1(s) = 1

T2(t) = t− t1
t2 − t1

= t− 0
1 − 0 = t

Reemplazando polinomios

N3 = 1 · 1 · t = t
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