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Introduccion a elementos finitos

Segundo Parcial 1-2017

1. Obtener la matriz de rigidez mediante el método de balance de energia

con EI, constante

Solucién

Principio de los trabajos virtuales

/V//aTadV—/V//wavdV—é/waQdQ_gwiPi:0
///ETUdV—iwipizo
\4

Simplificando

i=1
Usando un elemento de dos nodos

¥

L e
»

Aproximacién del campo de desplazamientos

w = a0+a1m+a2x2 + azx

en forma matricial
w = [1 x a2
Aproximacién de desplazamientos angulares

w' = oy + 2001 + 3aza?

Reemplazando valores

3

wl(O) = Qo
wi(0) = ay
wo(L) = ag 4+ o L + ap L? + a3L?
wh(L) = ay + 2azL + 3azL?
en forma matricial
w1 (0) 1 0 0 071 [ao
wi(0)| |01 0 0 a
wy(L)| |1 L L* L*| |as
wh(L) 0 1 2L 3L?] |a3
Multiplicando por la inversa
(67h) ]. 0 0 0 T _w1(0)
ar| | 0O 1 0 0 w4 (0)
a| =7 =% & 1| |wa(D)
a o ir —in rzd Lws(D)

Reemplazando en el campo de desplazamientos

1 0 0
0 1 0
w=|1 z z2 xB} 3 2 3
I? L I?
2 1 2

0 w1 (0)
0| |wi(0)
—1| |wa(L)
7z ] Lwh(L)
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Multiplicando 2. Resolver la estructura por cualquier método

g
SRSECAC)

g
—_~ =

—~
=)

g g
NS N
h

N es la matriz de funciones de interpolacién

Solucion

~ly_.83,2,2.3 . 2.2, 1.3 3 92 2.3 1.2, 1.3
N=|1- i+ 5o’ v— 72+ 227 122° — 52T T —i—Lzm} .
Estructura equivalente

Deformacién

d2N My
glz—ﬁwiz:—Bwiz (;

B es la matriz de deformaciones desplazamientos

Va Vi
= |6 4 12 _4 4 6 6 _ 12 —2 4 6
B_[ e = Al 2L 2Rl = A A L

) o Suma de fuerzas y momentos
Reemplazando en la férmula de trabajo virtual

n Va—qL+Vp=0
/(—Bwi z)TE (-Bw; z) dV—ZwiPi =0

v i=1 My —qL<52L> +Vs(BL)=0
Simplificando ) ) Despejando Vi y M
/0 BTEIdewi—;H:O Va=qL Vg
La matriz de rigidez de un elemento es Ma = 5q2L : B

L
K:/ BT EIBdz
0

3LVE
Reemplazando B, multiplicando, integrando y factorizando F

12 6L —12 6L
_EI| 6L 4L> —6L 2L? aL — Vg Vi
T I3 |-12 —6L 12 —6L

6L 2L? —6L 4L? Momento de 0 < z < 2L
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3. Obtener la matriz de rigidez mediante el método de balance de energia

2 con FA constante

5qL

M=—-My+ Vyx=— + 3LV + (gL — VB)z

Momento de 2L < x < 3L

9qL?
- —MA+VA;E—%($—2L)2 = 3LV +3qLa — Ve — g:ﬁ
g -
L
Energia de deformacion por flexion
U 2L 2 p 3L pp2 p Solucién
1’/0 2E1 x+/2L 281

Principio de los trabajos virtuales

/V//angV_/V//quvdV_é/quQdQ_guiPi:O

Reemplazando

1 (B[ bqL? 2
Ui / |: q + 3LVB + (qL — VB)I:| dx
0

T 2EI 2
Simplificando
1 [/ 9qL? ?
+ ﬁ ( q2 + 3LVB + 3qL9: — VB.I — gﬂiz) dzx n
v ///eTadV—ZuiPi:O
v i=1
Integrando
3 - ) Usando un elemento de dos nodos
= 13¢2L? — 815qL 4 )
U 120El(3 3¢L% — 815qLVp + 540V3 y
Minimizando
. o -
dU; L3 \LJ Q )
Lo 163qL — 216V ) = * . :
Vg 24EI( 03¢ V) =0
Despejando Vg
Ve — 163¢qL
B~ 216 Aproximacién del campo de desplazamientos
Reemplazando en las demés reacciones U= qay+ oax
163¢L  53qL en forma matricial
Va=al=Ve =al === 515
5qL>? 5qL> 163¢L 17¢qL? _ [ ] o
My = —3LVp = —3L = u=|1 =z
D) BT 216 72 o
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Reemplazando valores

ul(O) = Qp
U2(L> =ap+ a1 L
en forma matricial
uy (O) o 1 0 (7))
UQ(L) 1 L (6751

Multiplicando por la inversa

la0‘| _ [ 1 ] _ul(O)
(5] —% UQ(L)

S O

Reemplazando en el campo de desplazamientos

o o] [

= O

Multiplicando

N es la matriz de funciones de interpolacion

N:{l—%x %x}

Deformacion

dN
Ex = %ui = BUZ

B es la matriz de deformacién desplazamiento
|1 1
B = {_f f]

Reemplazando en la férmula de trabajo virtual

L n
/ (Bu;) E(Bu;)dV — > uiP; =0
0

i=1

Simplificando

L n
/ B"EABdzu; — ) P; =0
0 i=1

La matriz de rigidez de un elemento es
L
K= / BT EABdx
0

Reemplazando B

Multiplicando, integrando y factorizando
_FBEAL1 -1
B -1 1

K
L

4. Calcular las funciones de forma

(o)
\Z

mn 2)
NS 2/

Solucién

Numeracién de nodos

K=1
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@=L, Ji, K1) = [2,1,1] @ = [I5, J, K] = [1,1,2]
@ = [Iy, J2, K] = [1,2,1]

Coordenadas de nodos

CD:[TQ,Sl,tﬂ:[].,(LO] @Z[Tl,sl,SQ]: [070,1]
@ = [Tl,SZatl} - [0, 170]
Nodo (D), I=2,J=1,K=1
Ni(r,s,t) = To(r)Ta(s)T1(t)
Reemplazando coordenadas

r—r r—20

)= T 10"
Tl(S) =1
Ti(t) =

Reemplazando polinomios
Ni=r-1-1=r
Nodo(2),I=1,J=2K=1
Na(r,s,t) = Ti(r)Ta(s)Th (t)

Reemplazando coordenadas

Reemplazando polinomios
No=1-5s-1=s
Nodo ®), I=1,J=1K=2
Ns(r,s,t) =Ty (r)T1(s)To(t)

Reemplazando coordenadas

Tl(T):l
Tl(S):l

t—1 t—0
Ty(t) = ==t
(%) th—t; 1-0

Reemplazando polinomios

Ny=1-1-t=t
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